Serie di potenze in C

Limite superiore di una successione in R

Sia{a,}unasuccessionein R (a,, € R) e definiamo gli insiemi dei valori della successione
“a partire da n" e i loro estremi superiori:

A, ={arlk >2n}={a,,a,41, QGuy2s -} a, = supA,. (1)

Si osservi che se la successione € limitata, tutti gli a, sono numeri reali, mentre se la
successione non ¢ limitata superiormente, @, = +oco per ogni n; nel primo caso, poiché
A, C Ay, sihache g, < a, ossiainumeri a, formano una successione decrescente
e quindi esiste il limite lim @,, € [—o0, +o0) che coincide con inf @,. In vista di queste
osservazioni, diamo la seguente

Definizione 1 Data una successione{a,}, e definiti A, e a, comein (1), chiamiamo “limite
superiore” (o limsup, o massimo limite) di {a,} lelemento di R* dato da:

+o0, sed; = +oo;
limsupa, =lima, = (2)
lim a, =inf{a,|n>1}, sea; < +wx.
n—+oo

Osservazione 2 (i) Il limite superiore di una successione (al contrario del limite) esiste
sempre (in R*), ed inoltre, se {a,} & regolare, allora’ ﬁan = lim a,,. Quindj, il concetto
di limite superiore € una generalizzazione del concetto di limite.

(ii) Il limite superiore di una successione puo essere —oo: ad esempio, se a, = —n, @, =
a, — —oo e dunque man = —00.

Le proprieta del limite superiore che ci serviranno qui sono raccolte nel seguente

Lemma 3 Sia {a,} una successione e M = lim a,, il suo limite superiore. Allora,
(i) se M < +oo, perognie > 0, 3 N tale che a, < M + € per ognin > N;

(ii) per ogni o < M e per ogni N esiste n > N tale che a,, > c.

(iii) Sea, > 0eb,, —» 1 € (0, +0), allora lim(b,a,) = Alim a,,.

Dimostrazione (i) Dalla caratterizzazione di estremo inferiore segue che per ogni € > 0,
esiste N tale che dy < M + ¢; quindi, per definizione di ay seguechea, < dy <M +¢
perognin > N.

(ii)Siaa < M esiaV = (a,+o0). V € un intorno di M e dunque, dalla definizione di
limite, poiché a, — M, esiste N, tale che a,, € V (ossia a@,, > a) per ogni m > N,,.
Fissiamo m > max{N, Ny}. Dalla definizione di a,, (e la caratterizzazione di estremo
superiore) segue che esiste n > m > N tale che a,, > «a.

(iii) Facciamo due osservazioni preliminari. Dalla definizione di estremo superiore segue
facilmente? che se A & un sottoinsieme non vuoto di R e ¢ > 0, allora sup(cA) = csup 4;
dunque sup(cA,) = ca,, il che implica che lim(ca,) = clim a,,. Sinoti poi che se a,, < aj,

IEsercizio 3.
28i noti che cA = {cala € A}.



per n > N, chiaramente d, < a}, per n > N, e dunque lima,, < lim a,.

Ora, fissiamo ¢ > O esia N taleche (1 —¢) < b, < (4 + ¢) per ogni n > N. Allora,
(1 -¢€a, < bya, < (A +¢€)a, perognin > N e, per le osservazioni appena fatte, (1 —
¢)lim a,, < lim(b,a,) < (A + ¢€)lim a, e per 'arbitrarieta di ¢ si ha la tesi. i

Serie in C

Dati z; € C, si dice che la serie

o0
2, 2= D %
k=0

k>0
o0
converge aw € C, in formule, w = Z Zk, S€
k=0
n n
lim szzw, = lim‘sz—w‘=0.
n—-+oo k=0 n—-+oo k=0

Si dice che la serie D) z; converge assolutamente, se converge la serie a termini non
negativi Y, |zy|.
(i) Come nel caso reale, vale il “criterio necessario di Cauchy”: se Zk>0 Z, e convergente,
. >
allora z,, — 0, infatti se s, := Z z; — w, allora
k=0
Z, =S, —Sp_1 > w—w=0.

(ii) Se una serie a termini complessi z,, = x,, +iy,, converge assolutamente, allora conver-

gono assolutamente le serie reali ), x,, e D] y, e quindi converge la serie complessa ), z,,.
n

n
Inoltre, in tal caso, si ha‘ Z zk' < Z |z | e prendendo il limite per n — +o0, si ha che3
k=1 k=1
oo

|k§zk| < 2 laxl. 3
=1

=1

Proposizione 4 (Criterio generalizzato della radice) Sia {z,} una successione di nu-

meri complessi e sia M := lim |z,,|*/". Allora la serie . z,, converge assolutamente se M < 1
e non converge se M > 1.

Dimostrazione Se M < 1, possiamo scegliere € > 0 tale che 0 < 8 := M + ¢ < 1. Allora
per il punto (i) del lemma segue che esiste N tale che |z,|'/" < 8 per ogni n > N. Quindi
|z, | < 6" e la tesi segue per confronto con la serie geometrica di ragione 0 < 6 < 1.
SeM > 1,sial < a < M. Dal punto (ii) del lemma segue che esistono infiniti » tali
che |z,| > a” e quindi la successione z, non tende a zero e la serie non converge per il
criterio necessario di Cauchy. |

3Si osservi che se w, — w, dalla disuguaglianza triangolare inversa (Esercizio 1), segue che ||wn| - |w|| < |lw, —w| =0,
ossia, |w,| = |w|.



Serie di potenze

Considereremo ora serie di potenze sul campo complesso, ossia, serie della forma

o)

2. an(z = 20)" = ag + a1(z = 20) + (2 = 20)* + - @)

n=0

dove i coefficienti della serie a,, il centro della serie z,, e la variabile z sono numeri
complessi.

Esempio 5 Sia z, = 0 e consideriamo le serie di potenze (4) con coefficienti dati da: (i)
a, = n"; (ii) a, = 1/n" e (iii) a, = 1/n. Dal criterio della radice applicato a )’ |a,||z|"
segue che la serie (i) converge solo per z = 0; la serie (ii) converge assolutamente per
ogni z € C; la serie (iii) converge assolutamente per |z| < 1 e non converge per |z| > 1,
mentre converge condizionatamente in x = —1 (Leibniz) e diverge in x = 1.

Formula di Cauchy-Hadamard

Data una serie di potenze (4) di centro z,, sia*
R :=lim|a,|/". (5)

Allora, la serie (4) converge assolutamente se> |x — x| < R e non converge se |x — x| > R.

Dimostrazione L’idea ¢ di applicare il criterio della radice generalizzato (Proposizione 4)
alla serie (4) o, equivalentemente, alla serie numerica ), |a,|r" conr = |z — zy| > 0. Sia
dunque r = |z — zo|, M, := lim(|a,|r")/" e M := lim |a,|'/" = R™!. Per il Lemma 3,
M, =rMequindi,M, <1 < |z—2zy| <R,e,M, >1 < |z —zy| > R. La tesi segue
quindi dal criterio della radice generalizzato.

Tale R € [0, +o0] prende il nome di raggio di convergenza della serie (4).

Osservazione 6 (i) Si noti che il raggio di convergenza R é l'unico elemento di [0, +o0] tale
che, perognir <R, Y, |a,|r" < +oo e, perognir > R, |a,|r" > 1 per infiniti n.. Quindi,

R=sup{r20|2|an|r"<oo}. (6)

(ii) (Criterio del rapporto per serie di potenze) Selim |a,,/a,| = s € [0, +o0], allora
la serie di potenze Y, a,(z — z,)" ha raggio di convergenza® R = s™L.

Infatti, applicando il criterio del rapporto alla serie . |a,|r" segue che se r < s~ tale
serie converge, mentre se r > s~! la serie non converge (non essendo infinitesima). Ma,

per il punto (i), questo significa che s~! = R.

Se R > 0 ¢ il raggio di convergenza della serie (4) di centro z,, chiameremo disco di
convergenza della serie (4), il disco {z| |z — zy| < R} (per convenzione, tale disco sara
tutto C se R = +0).

4Qui vale la convenzione: R = +o0 <> R1=0,R=0 < R = +c0.
3Se x = Xg, la (4) ¢ la serie banale con un solo termine dato da a, (e quindi, “converge” banalmente).
6Con la solita convenzione che s™! = +cose s =0es™! =0ses = +oo.



Regolarita delle serie di potenze

Le serie di potenze (4) definiscono una funzione f(z) per z nel disco di convergenza
{z| |z — z9| < R} dove R ¢ il raggio di convergenza della serie. Il contenuto della pros-
sima proposizione € che f é olomorfa sul disco di convergenza e che la sua derivata € una
serie di potenze con lo stesso raggio di convergenza: ma questo significa che una serie di
potenze & derivabile in senso complesso infinite volte.

Proposizione 7 Sia f(z) = Y, a,(z — z,)" una serie di potenze con raggio di convergenza
R > 0. Allora f é olomorfa su {|z — zy| < R}

flz) = Z a,n(z —zo)" ! = Z A1 (M + 1)z — 2p)". (7)

n=1 n=0

Dimostrazione A meno di una traslazione nelle z possiamo assumere che z; = 0, nel
qual caso la (7) diviene

fl(z) = Za nz!= Zan+1(n+l)z (8)

Innanzitutto osserviamo che, poiché lim nl/" = 1, dal Lemma 3-(iii) segue che la serie
di potenze in (8) ha raggio di convergenza’ R.

Fissiamo z € Dy, := {|z| < R} e sia r tale che |z| < r < R e fissiamo ¢ > 0. Poiché la serie
> |a,|nr""! converge, esiste N tale che

_ 12
Do laylnrnt < 7 (9)

n>N
Sia
= 3 ()

e si osservi che limy,_,5 S;, = 0. Dunque, esiste 0 < § < r — |z| tale che, per ogni 0 < |h| <
8, |Sy| < /2. Per la formula della differenza di potenze si ha che

(z+h)"—2"

n—1
- =Y (z+h)1iz) (10)

j=0

Dunque,sese0 < |h| <8 <r — |z|,si ha

A R N -
% < Sz +h" |z < (11)
j=0

7Ovviamente, i raggi di convergenza di Y} a,z" e z€ ¥ a,z" = ¥ a,z"** sono gli stessi per ogni k fissato.



Quindi,

o0

f(z+h) f(2) Z na 2 1‘ _ ‘i ((z+h)" n_nz"—1>|

< ISyl + Z

n>N

an(—(z hi h;l” -z nz”_1>1

an had
< ISl + D) 2nla, |t
n>N

O]
< |Sh|+%<s. |

Come conseguenza della Proposizione 7 possiamo calcolare facilmente le primitive di
una serie di potenze:

Corollario 8 Sia f(z) := Zn _o @n(z — 2p)" una serie di potenze con raggio di convergenza
R > 0. Allora, la serie di potenze F(z) = Z:o_l &1z — )" ha raggio di convergenza R e
- n

soddisfa F' = f sul dominio di convergenza e F(z,) = 0.

Dimostrazione Poiché n'/" — 1, il raggio di convergenza di F & R e chiaramente F(z,) =
0. Per la Proposizione 7, F & derivabile e la sua derivata coincide con f (sul dominio di

convergenza). i

Facciamo alcuni esempi. Consideriamo le seguenti serie di “tipo esponenziale”:

i i’ oo (_1)k ZZk , Z(_ )k Z2k+1

Pl I = SR VoY Qk+ D!
i ZZk' ’ s Z2k+l . (12)
& (2Kk)! & 2k + 1)

Dal criterio del rapporto (applicato alle serie dei moduli) segue, come nel caso reale, che
le serie convergono su tutto C (ossia, il loro raggio di convergenza ¢ +o0). E dunque
naturale chiamare le funzioni “intere” (ossia da C in C) a cui queste serie convergono,
rispettivamente,

expz, cosz, senz, coshz, senhz. (13)

Naturalmente, i nomi non sono casuali: queste serie sono infatti le estensioni al campo
complesso delle funzioni analitiche elementari omonime definite su R, i cui sviluppi in
serie di Taylor in 0 sono gli stessi di quelli elencati in® (12); in altri termini, se z = x € R,
exp z = e*, cosz = cos X, etc.

8Si ricordi che, per x € R, exp x = ¥, dove e & in numero di Eulero.



L'esponenziale complesso

Discutiamo un po’ piu approfonditamente la funzione z € C — exp z € C. Innanzitutto,
vale anche in C il fondamentale

Teorema 9 (“di addizione”)
exp(z + w) = exp(z) exp(w), Vz,weC. (14)
Dimostrazione

>

n k

. +
expGz +w)-= i 33 ST
k=0 :

e, usando la formula del binomio di Newton (che vale inalterata in C),

5 (z+ w)k nlkk- s
ZT = ZFZ(J)Z’“)“

k=0 : k=0 """ j=0
&S T k)

k—j

Zn: 2 " wk
j=0 izo k!
n i n
zJ wk
- (BE3% -
(]=0 ! k=0 k! )
dove
n Zj n wk
j=19° k=n—j+1
Poiché
n n n n
z/ wk z/ wk
limZ—Z— = imzf hmZ—
n—eo {4 ! =0 ! (n—>ooj=0 '><n—>oo =0 k! )
(o9 : [s9)
zJ wk
= > 7 > s exp(z) exp(w) ,
j=0 k=0
il teorema e conseguenza dal limite
lime, =0. (16)



Per dimostrare la (16), osserviamo dapprima che

2 A+t 1
(n+1)!  (n+1) _jzo Jtn+1-))

H

dunque per ogni coppia di interi non negativi la cui somma € (n + 1) si ha
11 2n+1
kT (n+ 1)

Ora, se R > max{|z|, |w|}, dalla (17), osservando che j + k = n + 1 nel termine di destra
della (15), si ha che

VjkeNgtalichek+j=n+1. 17)

n

n n
Ie,| < R Z Z l 1 < (2R)"*1 Z Z 1< (2R)"t1 -

J=1 k=n—j+1 JUkET (n+ 1) j=1k=n—j+1 (n+1)!
che, per n che tende a oo, tende a zero. |
Segue ora facilmente che
expz = e? := e¥el := e¥(cosy + iseny), (x,y eR). (18)

Infatti, se z = x + iy con x,y € R, per il Teorema di addizione e per lo sviluppo in serie
di Taylor di e* in x = 0, si ha

expz = exp(x +iy) = exp x - exp(iy) = e* - exp(iy) (19)

ed inoltre, dalle espansioni in serie di Taylor (reali) del seno e coseno, segue che

PN
exp? = lim )] ()

n—oo k=0 k'

. k : k
_ lim< Z (ly)z " Z (U’)z +1>

> ! !
ne it @) Osks%_l 2k +1)

2k+1
= lim ( 1 k— +i —1)k )
n—oo % =1) (2k)! Z ( b (2k+1)'
- T2
= cosy+iseny=ev. |
Esercizi
Esercizio 1 Dimostrare che per ogni z, w € C, si ha ||z| - |w|| <lz-w
Esercizio 2 Siam € Z,z € C\{1} con z # 0 se m < 0, allora
n m _ n+l
Z P — Vn>m,
1—-2z
k=m
0 n Zm
k. 1 k _
Zz'_il_{?ozz_l—z’ sel|z|<l,meZ, (z#0sem<D0).



Esercizio 3 Dimostrare che se a, € R e a, — L € R*, allora lima,, = L.

Esercizio 4 Siaa, = 1/2" se n & parie a, = 1/3" se n ¢ dispari. Dimostrare che non esiste
. 1/n T 1/n
lima,’ " echelima,”” =1/2.

Esercizio 5 Sia M = lim |a,|. Dimostrare che se M < 1, per ogni 0 < 6 < M esiste N tale che
ZnZN la,| <6V /(1—0), mentre se M > 1 esistono infiniti a, maggiori in valore assoluto di «", per
un opportuno a > 1, ossia, esiste una successione n, strettamente crescente e a valori in N tale che
la,, | > a™ per ogni k.

Esercizio 6 (Somma per parti) Per N > 2, siano by, ..., by € @y, ..., ay numeri complessi dati e

sia
n
B, := Z by .
k=1

Allora

N N-1
D a,b, = ayBy + (@, — ay1)B,. (20)
n=1 n=1

Esercizio 7 Sidimostri il seguente criterio di convergenza di Abel-Dirichlet:

Sia {a,} una successione decrescente di numeri reali con lima, = 0 e siano b, numeri complessi
tali che

n
sup |B,| < +, dove B, := Z by . 21)
n k=1
Allora, la serie Z a, b, & convergente. Inoltre, la serie Z(an — a,,1) B, & assolutamente conver-
k=1 n=1
gente, e si ha
> a,b, =D (a, — a,,1)B,. (22)
n=1 n=1

Esercizio 8 Sia {a,}una successione decrescente di numeri reali con lim a,, = 0. Dimostrare che,
per ogni x ¢ 277, la serie di Fourier

(o9
Z a.einx
n
n=1
converge ad una funzione periodica di periodo 27 su R\27zZ.

Esercizio 9 Dimostrare le seguenti identita:

eiz + e—iz e[z _ e—iz
cosz:T, senz:T,
Z 4 Z -z
coshz:%, senhz:%,
ei? =cosz+isenz,
coshz = cosiz, senhz = —iseniz.

Esercizio 10 Dimostrare le seguenti formule di addizione valide per z,w € C:

cos(z + w) = coszcosw —senzsenw.

sen(z + w) = senzcosw + Sen wcos z .



